4.3.12  Vzorce pro polovi €ni uhel

Predpoklady: 040310

Chceme ziskat vzorce pro poléni Uhel= vyjdeme ze vzoricpro dvojnasobny dhel:
* sin2x= 2sinX Co,
+ cosX= coéx— sifx.

vvvvv

mocnirg (tedy snadnoigvoditelné jednu na druhou).
Zménime prongnnou: cos 2y = coéy— sifly a pomoci substitucg=§ ziskame polowini
hodnotu:cosx = coég— SiA.
. X ] X o X
Chceme vzorec prelnE = nahradlmecoszz =1- Slﬁ?
cosx=(1— sir’réj— SiR2
2 2

cosx = 1- ZSiﬁg

25in2§= 1- cos X

sinzﬁ—l_ COoSsX
2 2
., X | . X|_ [1-cosx _ |} cox ]
sin rl sm—2 = 5 5 (prvni vzorec pro polo¢hni thel)

Vada na krase:Nezjistime pimo hodnotu sinu, ale pouze absolutni hodnetwenaménko
musime zjistit skde jinde.

Pr. 1: Odvad analogicky vzorec pr#o%‘.

Zagneme u rovnicecosx = coég— siﬁg.

: X D ¢ X
- Chceme vzorec proosE = nahradimesin 5 =1- cod$=:
COSX = coéz—( t co?szj

: 2 2

COSX = 2co§§— |

200§§: H cox



X _1+cosx X X 1+ cosx " . . L
§= > = co§§ = cosé = 5 (opst jsme neziskali znaménko)

Pedagogicka poznamkaCast studerit si Spatd vyloZi podstatu postupu adee vzorec pro

X ) )
cosE odvozovat ze vzorcein 2Xx= 2sin CoX.

PFr. 2: Odvad vzorec pro tgg‘.
. X
! sinx x Sy
L Stai si uwdomit, Ze vzdy platigx =——, pak plati itg— =
! COSX 2 X
coS—
2
; sinX 1-cosx
Z ‘tgz‘z 2 _ 2 _~1-cosx
1720 | o [Lrcosx VB cox
2 2
Vzorce pro poloviéni uhel:
sinz _ 1-cosx cosz _ 1+ cosx gz _ VJ1-cosx
2 2 2 2| 1+ cosx

Pr. 3:  Ur¢i presnou hodnotls;ing.

X| _
2|

|sinZ
| 2 4 2

T 2 2 \/_2
Jre= :‘ - - COSZ_\/} > 2 _\/2—J§_J2—fz

2
E—D(O j kde plat|5|nx>0:>5|n5— 2- \/E,
. 8 2 8 2

Pedagogicka poznamkaDocelacasto se objevuje extenze vzorce na libovokdst Uhlu ve

sinﬂw _ [AzcosT (jakoby platil vzore%sinZ - [Azcox
8 8 n n

tvaru

, ktery neplati,

. . n , . L -
protoze neplati vzorecosnx:E( co$ x— S|ﬁx)). Reseni komplikuje zlomek

v zadani, proto dopoéim zakim, ktei si nevi rady, aby nejire zkusili vyresit
pfl'klad 2, ktery je mhledréjéi (priklad se zlomkem je véak na(:zéaek zaazen

R4

reSeni jednodussmdﬂbladu kdyZ si nevime rady se slcé;sim)



‘ Pr. 4: Ur¢i presnou hodnotwwos15 .

X| _ |1+ cosx _ | cos30_ 1+
s—| = =|cos1§= =
2 2 2

- 15°0(0;90), kde platicosx > C = cos15 = 2;\/5.

' |co

:

Pomoci vzort pro hodnoty polowiniho Ghlu nizeme zahu®vat tabulku hodnot.

Pr. 5: Ur¢i presnou hodnotiwos195 .

Musime zjistit, z jakého Uhlu budemedftat: 195[P= 390= 366 3 = c0s390 =§.
V3 [2+4/3

i X| _ |1+ cosx H cos390 1+7 2 2

- |cos=| = = |cos1§= = = =

! 2 2 2 2 2 4

195 0( 180 ;270), kde platicosx< G = cos198 =~ “2;\/5 .

Pedagogicka poznamkaiNejwtSi problémy budou s pochopenim, 30+ 30 =

J3

cos390 = c0530=§. Objevuji se zapisy jakoos 390 :7+ 21, které sedci

o nerozliSovani uhlu a hodnot goniometrické funfmméru stran).

Pedagogickéd poznamkaNa gredchozim gikladu je dobré synchronizovatdu a dalSi
piiklad za&inat spolén¢. VétSina Zak dosazuje vzorce pro pol@vii uhel, velmi
rychle je zastavim, pouze pokud jgkdo opravdu hodhvepredu vyuzijemeasty

vysledny tvar takového upravovésdl- cosx I/ # cosx jako ukézku tém
stejného vysledku/1- cosx I/ I+ cox =+ * cdsx=+ siix =| si.

X
2t9—
Pr. 6:  Ur¢i definiéni obor a uprav vyraz—z.

1+ tgz)z(

. tgg, musi plati§¢g+km:> Xz m+k 2,

. . jmenovatel zlomku je vzdy kladny (st jednéky a druhé mocniny),
= xOR-| J{m+k2n}.

kOz



smz Zsiré Zsirﬂz
2 2 2
2tg— coss cos cos osih cbs
_ 2 _ 2 2_
1+tg* = sit>  codZ+ sifX ! < cos
1+ ~ cos = 2
cos - COéE 2

:25in§cos)§: Si 2:{ = SiN
; 2 2 2

PF. 7: Vyie$ rovnici\/i_%sing— sinx= C.

- Problém: Rozdilné argumenty u obou &in

: .. o /1— . “ £z .
i Pokus: Pouzijeme vzorec pro polawvii thel= J3 CZOSX —-sinx= 0 = z&adné velkée

+ zlepSeni: odmocnina v rovnici, ®goniometrické funkce bez druhych mocnin (Spatn

prevoditelné navzajem) a hlavi rovnici bylo sing, misto kterého jsme dosa%’rtinZ

Lepéifeéeni:substituceg =y . Pouzijeme pak vzorce pro dvojnasobny uhel, které
' neobsahuji odmocniny.

@sing— sinx= C

Substituce: yzg.

\/§siny— sin2/= (

J3siny - 2siny coy = |

sin y(x/é— 2c05y) = (

. Sowinovy tvar:

siny =0 (\/§—ZCosy)= (
=0+klr
. J3=2cosy
V3
cosy = —
U 2
11
Y, ==m+K2mr y3:€n+kE2n
. Navrat k piavodni proménné:
X _x 1 % _
===0+klr =2==+k2r7 =2 ="m+kR2mr
Y1 5 Y, > 6 Ys >
A —0+kOr 2 %-loiker 2 %Xk 2
2 2 6 2 6
X, =0+k2r



x2=§n+kmn x3:1§177+km71

U{k E27T 7T+ K T, 1317T+ k[llﬂ}

kOz

Vzorce pro poloviéni Uhel se nepouzivaji KeSeni rovnic a nerovnic, protoze do nich
zanaSi odmocniny a nutnost umatovani (a dlani zkousek). Misto nich se pouziva
substituce na dvojnasobny uhel, ktery se odstranizerci pro dvojnasobny uhel.

Podobnym zftsobem je mozné polaini Ghel obejit i B Upravach vyrai a dokazovani
rovnosti.

Pr. 8: Ur¢i defini¢ni obor rovnosﬂL ——1$|n 2X a pak dokaz jeji platnost:

cotg— gé
2
a) pouzitim vzorg pro polovEni uhel,
b) substituciy =§ a pouzitim vzoré pro dvojnasobny uhel.
Ktery z obou postupje korektrgjSi?
. tgg, musi platig¢g+km: X# m+K 2T

. cotgg, musi p|atl'§ zklr= xzk2mr

* jmenovatel zlomku je nenulovy cotgg— tg%# C=> cotgg: tgg = tggitl
= 22Tk o xz Zakdd
2 4 2 2 2

= xOR- U {k E—f;—[} (vSechnyiti skupiny zapsany pohrom&d

kOz

cos X cod x 1 12
a) = =—S8in 2x=—"2SinX cox
cota = ta x/1+ CcoSsX x/l— cox 4 4
g 10 b
2 2 J1-cosx \/ H cox

| cos X

(\/1+ cosx)z—(\/l— cosa<)2

| JV1-cosx[d/ # cox

COSX 1.

=sinx

. 1+cosx—(1 cox) 2

- 1+ cosx)( + cos)

. cosx 1

——————=-5inX
2.C0SX 2

V1-co$ x

1.
=-—-SiNX cOSX [ cox




1

2
~ sinx
sinX = sinx

1.
=—sinx
2

'b) —COSZX =—15in2x = —co§ 2l :—15in 4y
: cotgi— tgé 4 cotgy—-tgy 4
2 2

. cosy 1 _
Tosy _siny —425|n2ycos’z}/ /:cosy

- siny cosy

! cos 2y 1.
——2 __ _=sin

- cosy-sify 2 2
. siny cosy

cogy-sify _
' cody-sity
siny cosy

- sinycosy = siry coy

- Druhy postup je korek#jsi, nemusiméesit problémy se znaminky a odmocninami ve
. vzorcich (i upravach v bogla) jsme je takitzamEteli).

5123iny cosy

PF. 9: Ur¢i piesnou hodnotu;in%. Owt na kalkul&ce, zda hodnota ziskaného vyrazu

odpovida hodnétvypoitené kalkulagkou jako sin%.

. X
sin—
2

_ |1-cosx

iPIatl’:E:l[-%Ef—[,
| 16 2 2 4

LT T

, ) T
= musime ufit cosg.

EI_GD(OLQ kde platisinx> 0, cosx > C = vSechny ziskané hodnoty jsou kladné.
' Ve V2 2++/2

. 1+cos— H— —_—

| COS§:/1+COSX:CO57_7: 4 _ 2 _ 2 :\/2+\/§:\/2+\/_2
: 2 2 8 2 2 2 4 2

. 1-cos” |1 2+2 2=y 2+V/2

Dl X[ _ [1-cosx . TT| 8 _ 2 _ 2 _

L lsin=|= =|sin—| = = = =

; 2 2 16 2 2 2

_\/2—\/2+\/_2 _\/2— 2+ 2

E 4 2

Kalkulacka: %h/—z =0,19509032;, sin% = 0,19509032.



Pro zajimavost%5 =0,1963495: = pro mal&isla se hodnoty funkcg =sinx blizi

hodnotam funkcey = x.

Pedagogicka poznamkaNejéastjSim problémem je zadani vyrazu do kalkidaa
prepinani mezi stupni a radiany.

Pr. 10: Petakova:
strana 48, cvieni 66 a)
strana 48, cvieni 69 c)
strana 48, cveni 70 a)
strana 54, cveni 20 b), e)

Shrnuti:  Vzorce pro polovini ahly obsahuji odmocniny a proto se substitutiy\pame
jejich pouzivani ve vSech situacich mimo d&pivani hodnot pro konkrétni thel.



